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摘要　有限差分方法（ＦｉｎｉｔｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅＭｅｔｈｏｄ，ＦＤ）广泛用于地震波场数值模拟，但其存在固有的数值频散问题，

影响模拟的计算效率和数值精度．本文主要研究了有限差分方法的空间数值频散误差和网格划分精度以及差分算

子的关系，基于计算量最小准则，提出了最优化有限差分参数选取流程，为有限差分数值模拟参数选取提供理论指

导．本文主要工作包括：（１）提出了空间数值频散正变换过程（ＦｏｒｗａｒｄＳｐａｃｅＤｉｓｐｅｒｓｉｏｎＴｒａｎｓｆｏｒｍ，ＦＳＤＴ）方法，

该方法可以高效模拟出不同网格划分精度（波长采样点数）的带有空间数值频散的波场；（２）提出了波场空间数值

频散误差衡量准则，可以定量地判断出数值模拟导致的波形频散程度，选取合适的频散误差阈值；（３）研究了给定

空间数值频散误差阈值下，差分算子系数、差分算子阶数、网格划分精度与计算量之间的关系．文中基于雷米兹交

换方法（ＲｅｍｅｚＥｘｃｈａｎｇｅＭｅｔｈｏｄ，ＲＥ）和泰勒级数展开方法（ＴａｙｌｏｒｓｅｒｉｅｓＥｘｐａｎｓｉｏｎＭｅｔｈｏｄ，ＴＥ）的差分系数，在

空间数值频散误差阈值０．０１时，数值模拟了不同差分算子阶数、网格划分精度与计算量的关系，并给出了有限差

分参数选取的参考值．
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０　引言

有限差分方法具有实施方便、计算效率高等优

点，被广泛应用于地震波场的数值模拟（Ｖｉｒｉｅｕｘ，

１９８４；ＺｈａｎｇａｎｄＹａｏ，２０１３ａ；ＸｕａｎｄＧａｏ，２０１８；

Ｌｉｅｔａｌ．，２０１９；Ｚｏｕｅｔａｌ．，２０２０；Ｒｅｎｅｔａｌ．，２０２２；

徐世刚等，２０２２；王静等，２０２３）、逆时偏移成像（Ｚｈａｎｇ

Ｙｅｔａｌ．，２０１１；ＺｈａｎｇＹＢｅｔａｌ．，２０２１；Ｚｈａｏｅｔ

ａｌ．，２０２１；Ｗｕｅｔａｌ．，２０２２）和全波形反演（Ｖｉｒｉｅｕｘ

ａｎｄＯｐｅｒｔｏ，２００９；Ｗａｒｎｅｒｅｔａｌ．，２０１３；Ｙａｏｅｔ

ａｌ．，２０２０；任志明等，２０２１）．但是，数值频散问题一

直是影响有限差分数值模拟精度的主要因素之一．

有限差分数值频散是指，由于有限差分对偏微分近

似的误差导致模拟的波场中不同频率信号的相速度

不同．频率越大的波场，其数值模拟的相速度和群速

度之间的误差也越大，频散现象也就越严重．有限差

分对波动方程的时间方向和空间方向的数值频散表

现形式不同．时间方向的数值频散在波形上表现为

“超前形式”的衰减正、余弦三角函数波形，而空间方

向的数值频散则表现为“拖尾形式”的衰减正、余弦

三角函数波形．

压制有限差分空间方向数值频散最直接的方法

是缩小网格间距，提高网格划分精度．但是精细网格

划分会导致计算量增加，当数值模拟的模型相对较

大时，其计算代价是巨大的．为了解决精细网格划分

导致的巨大计算代价问题和粗糙网格所导致的空间

数值频散问题，旨在节约计算成本的同时高效率、高

精度的模拟地震波场，许多学者提出了不同的处理

方法和思路．高阶差分算子是对２阶精度差分算子

的发展，可以在相同网格划分精度下有效压制空间

数值频散误差，例如：Ａｌｆｏｒｄ等（１９７４）研究了波动

方程的空间２阶精度和４阶精度有限差分数值模

拟，分析了有限差分的数值频散问题，指出相同精度

情况下，４阶空间精度网格间距可以是２阶精度网

格间距的两倍．Ｄａｂｌａｉｎ（１９８６）提出了基于泰勒级数

展开方法求取高阶差分系数并进行了波动方程的高

阶精度差分数值模拟，文中给出的高阶精度差分算

子理论和数值模拟结果表明，高阶精度差分算子可

以有效的压制数值频散．

随着高阶精度差分算子的发展，差分系数的优

化逐渐得到了广泛关注．常规的基于泰勒级数展开

方法求取的差分系数在波数较小时较为精确，随着

波数的增大，精度会迅速降低．基于优化算法得到的

差分系数在大波数范围的精度相对较高，可以在一

定程 度 上 压 制 高 频 成 分 波 场 空 间 数 值 频 散．

Ｈｏｌｂｅｒｇ（１９８７）最早提出了优化差分系数压制数值

频散的思想，文中用群速度误差作为目标函数得到

优化的差分系数，相比于常规基于泰勒级数展开方

法求取的差分系数，能更好的压制高波数成分在空

间方向的数值频散．在 Ｈｏｌｂｅｒｇ（１９８７）研究工作基

础上，越来越多的优化差分系数方法逐渐的发展起

来．Ｋｉｎｄｅｌａｎ等（１９９０）利用 Ｍｉｎｉｍａｘ准则，简化了

Ｈｏｌｂｅｒｇ的群速度误差目标函数优化差分系数的求

取过程．Ｅｔｇｅｎ（２００７）建议利用相速度误差作为目标

函数优化差分系数，进一步简化了优化差分系数的

求取．优化类方法求取差分系数，其目标函数的误差

阈值大小直接影响着差分系数及有效带宽，一般来

说，小的误差阈值对应着窄的有效带宽．Ｚｈａｎｇ和

Ｙａｏ（２０１３ａ，ｂ）提出了在给定相速度误差阈值，如

１２５２
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０．０００１，利用全局优化法进行高阶差分系数求取．目

前，优化差分系数方法仍是压制有限差分数值模拟

空间方向数值频散的主流方法，主要包括基于二范

数（ＬｅａｓｔｓｑｕａｒｅｓＭｅｔｈｏｄ，ＬＳ）（ＺｈｏｕａｎｄＺｈａｎｇ，

２０１１；Ｌｉｕ，２０１３，２０１４；Ｙａｏｅｔａｌ．，２０１６）、最大范

数（ＲｅｍｅｚＥｘｃｈａｎｇｅＭｅｔｈｏｄ，ＲＥ）（Ｋｏｓｌｏｆｆｅｔａｌ．，

２０１０；Ｙａｎｇｅｔａｌ．，２０１７；Ｈｅｅｔａｌ．，２０１９；Ｌｉｕ，２０２０；

Ｗａｎｇｅｔａｌ．，２０２１）和最小范数（ＭｉａｏａｎｄＺｈａｎｇ，

２０２０，２０２２）的优化方案．雷米兹交换算法（ＲＥ）因

其少数次迭代就能收敛以及比最小二乘等优化方法

具有在更宽频带范围内压制空间数值频散能力的优

点，是一种较广泛用于有限差分系数优化的方法．

波动方程有限差分数值模拟包括空间方向和时

间方向的频散．ＴａｌＥｚｅｒ（１９８６）、ＴａｌＥｚｅｒ等（１９８７）

利用伪谱法进行了波动方程的数值模拟，可以有效

的压制时间方向和空间方向的数值频散．Ｇａｚｄａｇ

（１９８１）、Ｋｏｓｌｏｆｆ和Ｂａｙｓａｌ（１９８２）提出空间导数用伪

谱法来计算以压制空间方向的数值频散，借助快速

傅里叶变换方法，同时可以一定程度上缓解计算效

率问题（Ｒｅｓｈｅｆｅｔａｌ．，１９８８）．Ｃｈｅｎ（２００７）对比分析

了三种时间方向采用高阶精度离散、空间方向采用

伪谱方法离散的数值模拟算法，表明时间方向高阶

精度可以压制时间方向数值频散，同时分析了不同

算法精度和计算效率之间的差别．Ｌｉｕ和Ｓｅｎ（２０１１）

提出了时空域变差分算子阶数优化方法，在低速区

域采用高阶差分算子，在高速区域采用低阶差分算

子，可以在不牺牲精度的条件下，提高计算效率．近

些年，许多研究表明时间方向的数值频散和传播速度

没有关系，只与频率和时间有关，因此以非常小的计算

代价就可以完美的去除地震记录中时间方向的数值频

散（Ｓｔｏｒｋ，２０１３；Ｄａｉｅｔａｌ．，２０１４；ＷａｎｇａｎｄＸｕ，２０１５；

Ｇａｏｅｔａｌ．，２０１６；Ｌｉｅｔａｌ．，２０１６；Ｋｏｅｎｅｅｔａｌ．，２０１８；

ＡｍｕｎｄｓｅｎａｎｄＰｅｄｅｒｓｅｎ，２０１９；Ｍｉｔｔｅｔ，２０１９）．

由于时间方向的数值频散误差可以通过后处理

校正，本文主要研究了空间方向的数值频散和计算

量之间的关系．针对空间方向的数值频散，本文提出一

种新的空间数值频散正变换（ＦｏｒｗａｒｄＳｐａｃｅＤｉｓｐｅｒｓｉｏｎ

Ｔｒａｎｓｆｏｒｍ，ＦＳＤＴ）方法，该方法提出均匀模型中的

空间方向加数值频散操作的解析表达式，可以直

接计算出不同网格划分精度及不同差分算子阶数

时的空间数值频散大小，高效计算模拟具有空间

数值频散的波场．本文对基于雷米兹交换方法（Ｒｅｍｅｚ

ＥｘｃｈａｎｇｅＭｅｔｈｏｄ，ＲＥ）和泰勒级数展开方法（Ｔａｙｌｏｒ

ｓｅｒｉｅｓＥｘｐａｎｓｉｏｎＭｅｔｈｏｄ，ＴＥ）求取的差分系数进行了

空间数值频散正变换计算模拟，高效率的计算出了

不同有限差分参数（此处参数指差分算子阶数、波长

采样点数等参数）的空间数值频散波场．依据合适空

间数值频散误差阈值，结合有限差分不同离散参

数下的计算量分析，可以给出有限差分最优化的

参数选取指导理论．为了叙述简洁，本文称基于雷

米兹交换（ＲＥ）方法计算得到的差分系数进行空间

数值频散正变换过程（ＦＳＤＴ）为 ＲＥＦＳＤＴ方法；

基于泰勒级数（ＴＥ）展开方法计算得到的差分系数

进行空间数值频散正变换过程（ＦＳＤＴ）为ＴＥＦＳＤＴ

方法．

１　理论方法

以１Ｄ常密度声波方程为例，本文以２阶偏导数空

间方向数值频散及其数值频散映射关系为基础，提出

空间加数值频散公式．２阶常密度声波方程为：


２
狆（狓，狋）

狋
２ ＝狏

２（狓）
２
狆（狓，狋）

狓
２
， （１）

式中，狆（狓，狋）为波场变量，狏（狓）是波场传播速度．

空间２阶偏导数的２犖 阶精度差分算子离散可以

表示为：


２
狆（狓，狋）

狓
２ ＝

犮０狆（狓，狋）＋∑
犖

犾＝１

犮犾（狆（狓＋犾Δ狓，狋）＋狆（狓－犾Δ狓，狋））

Δ狓
２

， （２）

式中，犮０ 和犮犾为高阶差分算子系数，Δ狓为空间离散

步长．

对公式（２）进行傅里叶变换，并消除波场变量

狆，可以得到加空间数值频散的正映射过程关系式：

犽２ →
－１

Δ狓
２（犮０＋２∑

犖

犾＝１

犮犾ｃｏｓ（犽犾Δ狓））， （３）

其中，犽表示波数．对（３）式进行简化，研究正值波

数，其波数映射关系可以表示为：

犽→
１

Δ狓
－犮０－２∑

犖

犾＝１

犮犾ｃｏｓ犽犾Δ（ ）
槡 狓 ． （４）

　　基于（４）式加空间数值频散正映射关系式，可以得

到任意精度阶数的有限差分方法模拟出来的带空间数

值频散波场．称没有数值频散效应的波场狆（狓′，狋）

为参考波场，对参考波场加空间数值频散的正变换

２２５２
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过程可以表示为：

　　狆^（狓，狋）＝
１

２π∫
π／Δ狓

－π／Δ狓
ｅｘｐ（ｉ犽狓）ｄ犽∫

犡

０
狆（狓′，狋）

×ｅｘｐ（－ｉ犽′狓′）ｄ狓′， （５）

式中，犽′＝
１

Δ狓
－犮０－２∑

犖

犾＝１

犮犾ｃｏｓ（犽犾Δ狓槡
），犡为波场

的最大空间范围．（５）式称为空间数值频散正变换过程

（ＦｏｒｗａｒｄＳｐａｃｅＤｉｓｐｅｒｓｉｏｎＴｒａｎｓｆｏｒｍ，简称ＦＳＤＴ）．

（５）式的实施过程为：代入正映射波数犽′，对参考波

场狆（狓′，狋）进行离散傅里叶变换，得到频率域波场

后，用快速傅里叶算法反变换回时间域得到具有空

间方向数值频散的波场狆^（狓，狋）．

数值频散通常用相速度和无频散的群速度比值

大小来衡量，其物理意义明确，其比值越接近１数值

频散误差越小．例如：当采样点数保持一致时，有限

差分算子阶数越高或者当有限差分算子阶数固定

时，波长采样点数越多，速度比值越趋近１，表示空

间数值频散误差越小．但是，用相速度比值衡量数值

频散误差，不能直观的对比宽频带的数值频散波形

和真实波形之间的误差，进而无法评判数值频散波

场对于结果的影响程度．本文建议用空间数值频散

波场和真实波场的对比作为评判空间数值频散误差

程度的依据，根据空间数值频散误差大小选取合适

的误差阈值，指导我们选取有限差分参数．我们利用

空间数值频散波场和参考波场之间的归一化二范数

来衡量空间数值频散误差，表达式如下：

犈狉狉＝ ∑
犻

（狆（狓犻，狋）－狆^（狓犻，狋））
２／∑

犻

狆^（狓犻，狋）槡
２．

（６）

　　与基于单频率相速度误差衡量空间数值频散不

同，这里给定的空间数值频散误差表达式代表全频

带波场的数值频散形态，可以直观、定量地判断出数

值模拟导致的波形空间方向数值频散程度．给定不

同的误差阈值，对应着不同的差分算子长度（阶数），

越小的误差阈值对应着越精细的网格划分、更高阶

的差分算子．当误差阈值给定后，网格划分精度和差

分算子阶数（长度）会存在反比例关系，不同精度的

网格和相对应的差分算子阶数会导致波动方程有限

差分的计算量不同．

三维波动方程的计算量统计相对于一维和二维

波动方程的计算量统计更加通用，对常密度三维波

动方程进行中心差分格式离散：

狆
狀＋１

犻，犼，犽 ＝２狆
狀

犻，犼，犽－狆
狀－１

犻，犼，犽＋
狏２Δ狋

２

Δ犺
２ ∑

犖

犾＝１

犮犾（狆
狀

犻＋犾，犼，犽＋狆
狀

犻－犾，犼，犽

＋狆
狀

犻，犼＋犾，犽＋狆
狀

犻，犼－犾，犽＋狆
狀

犻，犼，犽＋犾＋狆
狀

犻，犼，犽－犾
）＋犮０狆

狀

犻，犼，犽
，

（７）

式中，狆
狀

犻，犼，犽
表示时间点狋＝狀Δ狋，空间坐标位置处

（犻Δ狓，犼Δ狔，犽Δ狕）的波场变量．由（７）式可见：每一个

时间步长，每一个网格点上的计算量统计见表１．由

表１可见三维比二维和二维比一维的加法运算量均

多４×犖，即维度的增加会导致加法运算量的增加．

为了便于统计计算量和差分算子阶数之间的关系，

将加法运算量和乘法运算量的总和称为计算量，且

不考虑计算机硬件、计算机指令等影响因素．给定误

差阈值后，波动方程有限差分的计算量和网格划分

精度、有限差分系数及差分算子长度密切相关，因此

可以搜索出最少计算量的网格划分精度、差分算子

阶数．下面将通过算例详细介绍此有限差分参数优

选方案的具体实施过程．

表１　运算量统计

犜犪犫犾犲１　犖狌犿犫犲狉狅犳犪狉犻狋犺犿犲狋犻犮狅狆犲狉犪狋犻狅狀狊

不同维度方程 加法运算量 乘法运算量

一维 ３×犖＋３ 犖＋３

二维 ７×犖＋３ 犖＋３

三维 １１×犖＋３ 犖＋３

２　数值模拟算例

２．１　差分系数

差分算子系数直接影响着空间数值频散大小，

本文测试了基于雷米兹交换方法（ＲＥ）和泰勒级数

展开方法（ＴＥ）的差分系数数值模拟．本文测试使用

的ＴＥ方法的２犖 精度的差分系数（Ｌｉｕ，２０２０）可以

通过（８）式进行计算：

犮０ ＝－２∑
犖

狀＝１

犮狀

犮狀 ＝
（－１）

狀＋１

狀２ ∏
１≤犻≤犖，犻≠狀

犻２

犻２－狀

烅

烄

烆
２

． （８）

　　本文测试使用的基于ＲＥ方法的２犖＝１２～２４

阶差分系数见表２．

２．２　犉犛犇犜方法空间数值频散模拟测试

为了验证空间数值频散正变换（ＦＳＤＴ）方法有

效性，对一维波动方程分别利用有限差分方法和伪

谱方法（ＰｓｅｕｄｏＳｐｅｃｔｒａｌＭｅｔｈｏｄ，ＰＳ）进行数值模

拟．震源为Ｒｉｃｋｅｒ子波，主频为２０Ｈｚ，模型的传播

速度为２０００ｍ·ｓ－１，空间采样间隔为Δ犺＝６ｍ，时

间采样间隔为０．０１ｍｓ．图１ａ为伪谱法和２阶精度

３２５２
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表２　２阶偏导数的中心差分算子的雷米兹交换方法差分系数（２犖＝１２～２４阶精度）

犜犪犫犾犲２　犚犲犿犲狕犲狓犮犺犪狀犵犲犿犲狋犺狅犱犉犇犮狅犲犳犳犻犮犻犲狀狋狊狅犳犮犲狀狋狉犪犾犱犻犳犳犲狉犲狀犮犲狅狆犲狉犪狋狅狉犳狅狉狋犺犲狊犲犮狅狀犱狆犪狉狋犻犪犾犱犲狉犻狏犪狋犻狏犲（２犖＝１２～２４）

差分

系数

精度阶数

２犖＝１２ ２犖＝１４ ２犖＝１６ ２犖＝１８ ２犖＝２０ ２犖＝２２ ２犖＝２４

犮０ －３．０８５６７４０４ －３．１３５４６３５４ －３．１７０４９８８８ －３．１９５５７６７６ －３．２１４０２７０８ －３．２２７８９０３４ －３．２３８４１２４２

犮１ １．８０４９００８０ １．８５０８０４４５ １．８８３７４３６０ １．９０７６４９１６ １．９２５４１２５７ １．９３８８５７９２ １．９４９１１９３７

犮２ －０．３２９３８２７２ －０．３６５２１０４５ －０．３９２５１７１０ －０．４１３１９２５８ －０．４２９０２９０７ －０．４４１２８６６５ －０．４５０７９９９０

犮３ ０．０８４４８０９２ ０．１０７８４２５３ ０．１２７６４６６８ ０．１４３７９２０１ ０．１５６８２４９９ ０．１６７３０７４１ ０．１７５６７９７３

犮４ －０．０２０６４８１８ －０．０３３０４０８１ －０．０４５４１７０７ －０．０５６６９７２９ －０．０６６５４１８０ －０．０７４９１９３５ －０．０８１８９６２６

犮５ ０．００３８９４６０ ０．００８９７９０９ ０．０１５４６６８６ ０．０２２４１０７１ ０．０２９１７２６１ ０．０３５３９２８１ ０．０４０８７６６１

犮６ －０．０００４０８４０ －０．００１８５７６４ －０．００４５７３６８ －０．００８２４３４２ －０．０１２４０４７６ －０．０１６６５６８１ －０．０２０６９８７２

犮７ ０．０００２１４６０ ０．００１０３０６８ ０．００２６２０４６ ０．００４８５９５６ ０．００７４９８５０ ０．０１０２６８３７

犮８ －０．０００１３０５３ －０．０００６３８６４ －０．００１６４８３４ －０．００３１０１８８ －０．００４８４３９０

犮９ ０．００００８７９７ ０．０００４３２０６ ０．００１１１６３９ ０．００２１００９７

犮１０ －０．００００６４２８ －０．０００３１３１４ －０．０００７９７５６

犮１１ ０．００００４９９７ ０．０００２３７９１

犮１２ －０．００００４０４１

有限差分数值模拟的波场快照（分别用黑色实线和

红色实线表示），从图中可以看出２阶精度有限差分

数值模拟的波形尾部有空间数值频散现象．图１ｂ中

红色虚线为图１ａ有限差分数值模拟的波场快照，黑

色实线为利用２阶精度ＦＳＤＴ对图１ａ中伪谱法模

拟的波场添加空间数值频散后的波场快照，图１ｃ为

图１ｂ中两个波场快照的差值．从图中可以看出

ＦＳＤＴ方法模拟空间数值频散的有效性．

ＦＳＤＴ方法可以高效计算模拟具有空间数值频

散的波场，下面展示了ＦＳＤＴ方法计算的不同参数

下的空间数值频散波场．设置没有频散的Ｒｉｃｋｅｒ子

波作为参考波场，子波主频的２．５倍频率设为最高

频率，其对应的采样点数用犌表示．图２和图３给

出了传播距离为１０００ｍ时，ＦＳＤＴ方法模拟的不同

差分算子阶数和不同网格划分精度下的空间数值频

散波场．图２为采样点数犌＝３．１２５时，２、４、８、１６

阶精度差分算子模拟的波场快照和相对应的误差．

从图２可以发现，随着差分算子阶数的增加，空间数

值频散现象得到了有效的压制．图３为２阶精度差

分算子时，犌＝１００、１０、５、２．５模拟的波场快照和相

对应的误差．从图３可以看出精细的网格划分可以

有效的压制空间数值频散．

２．３　犚犈犉犛犇犜和犜犈犉犛犇犜方法计算模拟

差分系数是高阶精度差分算子的基础．常规的

基于泰勒级数展开方法求取的差分系数在波数较小

时比较精确，随着波数的增大，则精度会逐渐降低．

图１　ＦＳＤＴ方法模拟的２阶精度有限差分空间数值频散示意图

（ａ）黑色实线和红色实线分别表示伪谱法和２阶精度有限差分数值

模拟的波场快照；（ｂ）红色虚线为（ａ）中红色实线表示的波场快照，

黑色实线为利用２阶精度 ＦＳＤＴ 对（ａ）中伪谱法模拟的波场添

加空间数值频散后的波场快照；（ｃ）为（ｂ）中两个波场快照的差值．

Ｆｉｇ．１　Ｓｉｍｕｌａｔｉｎｇｔｈｅｓｐａｔｉａｌｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎｏｆｔｈｅｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒ

ａｃｃｕｒａｃｙｆｉｎｉｔｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅＦＳＤＴｍｅｔｈｏｄ

（ａ）Ｔｈｅｓｏｌｉｄｂｌａｃｋａｎｄｒｅｄｃｕｒｖｅｓｒｅｐｒｅｓｅｎｔｔｈｅｗａｖｅｆｉｅｌｄｓｎａｐｓｈｏｔ

ｕｓｉｎｇｔｈｅｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌ ｍｅｔｈｏｄａｎｄｔｈｅｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒａｃｃｕｒａｃｙ

ｆｉｎｉｔｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｍｅｔｈｏｄ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．（ｂ）Ｔｈｅｒｅｄｄａｓｈｅｄｃｕｒｖｅｉｓ

ｔｈｅｓａｍｅｓｎａｐｓｈｏｔａｓｔｈｅｒｅｄｃｕｒｖｅｉｎ（ａ），ｗｈｉｌｅｔｈｅｂｌａｃｋｃｕｒｖｅ

ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓｔｈｅｗａｖｅｆｉｅｌｄｓｎａｐｓｈｏｔｏｆｔｈｅｐｓｅｕｄｏｓｐｅｃｔｒａｌｍｅｔｈｏｄｉｎ

（ａ）ａｆｔｅｒａｄｄｉｎｇｔｈｅｓｅｃｏｎｄｏｒｄｅｒａｃｃｕｒａｃｙｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎｗｉｔｈＦＳＤＴ．

（ｃ）Ｔｈｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｏｆｔｈｅｔｗｏｗａｖｅｆｉｅｌｄｓｎａｐｓｈｏｔｓｉｎ（ｂ）．

４２５２



　６期 方修政等：波场模拟有限差分参数优化选取

图２　ＦＳＤＴ方法模拟的空间数值频散波场示意图

（ａ）—（ｄ）为采样点数犌＝３．１２５时，ＦＳＤＴ预测的２、４、８和１６阶精度差分算子具有的空间数值频散波场快照（蓝色曲线），

红色曲线是无频散参考波场快照，黑色曲线表示两波场之间的差值．

Ｆｉｇ．２　ＴｈｅｓｐａｔｉａｌｌｙｄｉｓｐｅｒｓｅｄｗａｖｅｆｉｅｌｄｓｉｍｕｌａｔｅｄｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅＦＳＤＴｍｅｔｈｏｄ

（ａ）—（ｄ）ｓｈｏｗｔｈｅｐｒｅｄｉｃｔｅｄｓｐａｔｉａｌｌｙｄｉｓｐｅｒｓｅｄｗａｖｅｆｉｅｌｄ（ｂｌｕｅｃｕｒｖｅ）ｏｆｔｈｅ２ｎｄ，４ｔｈ，８ｔｈ
，ａｎｄ１６ｔｈｏｒｄｅｒｆｉｎｉｔｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｏｐｅｒａｔｏｒｓ

ｓｉｍｕｌａｔｅｄｗｉｔｈｔｈｅＦＳＤＴｍｅｔｈｏｄ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．Ｔｈｅｒｅｄｃｕｒｖｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓｔｈｅｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎｆｒｅｅｒｅｆｅｒｅｎｃｅｗａｖｅｆｉｅｌｄｓｎａｐｓｈｏｔ．Ｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ

ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｔｗｏｗａｖｅｆｏｒｍｓｉｓｉｎｄｉｃａｔｅｄｂｙｔｈｅｂｌａｃｋｃｕｒｖｅ．Ｔｈｅｓａｍｐｌｅｎｕｍｂｅｒｐｅｒｓｈｏｒｔｅｓｔｗａｖｅｌｅｎｇｔｈｉｓ犌＝３．１２５．

图３　ＦＳＤＴ方法模拟的２阶精度有限差分在不同网格大小下的空间数值频散波场示意图

（ａ）—（ｄ）分别表示犌＝１００、１０、５和２．５时，ＦＳＤＴ方法预测的空间频散波场快照（蓝色曲线）．

红色曲线表示无频散参考波场快照，黑色曲线表示两波场之间的差值．

Ｆｉｇ．３　ＴｈｅｓｐａｔｉａｌｌｙｄｉｓｐｅｒｓｅｄｗａｖｅｆｉｅｌｄｓｉｍｕｌａｔｅｄｂｙｕｓｉｎｇｔｈｅＦＳＤＴｍｅｔｈｏｄ

ｏｆ２ｎｄｏｒｄｅｒｆｉｎｉｔｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｗｉｔｈｄｉｆｆｅｒｅｎｔｇｒｉｄｓｉｚｅ

（ａ）—（ｄ）ｓｈｏｗｔｈｅｐｒｅｄｉｃｔｅｄｓｐａｔｉａｌｌｙｄｉｓｐｅｒｓｅｄｗａｖｅｆｉｅｌｄ（ｂｌｕｅｃｕｒｖｅ）ｗｉｔｈｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｓａｍｐｌｅｓｐｅｒｓｈｏｒｔｅｓｔｗａｖｅｌｅｎｇｔｈ犌＝１００，

犌＝１０，犌＝５，犌＝２．５．Ｔｈｅｒｅｄｃｕｒｖｅｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓｔｈｅｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎｆｒｅｅｒｅｆｅｒｅｎｃｅｗａｖｅｆｉｅｌｄｓｎａｐｓｈｏｔ．Ｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ

ｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｔｗｏｗａｖｅｆｏｒｍｓｉｓｉｎｄｉｃａｔｅｄｂｙｔｈｅｂｌａｃｋｃｕｒｖｅｓ．

基于最优化算法得到的差分系数在大波数范围精度

相对较高，可以在一定程度上压制常规高阶有限差

分数值模拟导致的高频成分波场空间数值频散严重

的现象．图４为基于雷米兹交换方法（ＲＥ）和泰勒级

数展开方法（ＴＥ）的１６阶精度差分算子的空间数值

频散曲线，可以看出优化类方法求取的差分系数可

以一定程度上压制高频成分波场空间数值频散现

象．在误差阈值为０．０００１时，基于泰勒级数展开方

５２５２
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图４　雷米兹交换算法（ＲＥ）和泰勒级数展开方法（ＴＥ）的

１６阶精度空间数值频散曲线示意图

犌代表一个波长的采样点数．

Ｆｉｇ．４　Ｔｈｅｎｕｍｅｒｉｃａｌｄｉｓｐｅｒｓｉｏｎｃｕｒｖｅｓｏｆｔｈｅ１６
ｔｈｏｒｄｅｒ

ａｃｃｕｒａｃｙＲＥａｎｄＴＥｍｅｔｈｏｄｓ

犌ｒｅｐｒｅｓｅｎｔｓｔｈｅｎｕｍｂｅｒｏｆｓａｍｐｌｅｓｐｅｒｗａｖｅｌｅｎｇｔｈ．

法，１６阶精度差分算子的波长采样点数小于３．９时，

误差就会迅速增加；相同差分算子阶数，基于优化类

方法可以扩展波长采样点数到２．５，在一定程度上

压制高频成分的空间数值频散误差．因此在计算效

率上，优化类差分算子更具有优势．

基于ＦＳＤＴ方法具有高效率地计算空间数值

频散的优点，利用误差公式（６），给定一个误差阈值，

可以计算出不大于误差阈值的相对应差分算子阶数

和网格划分精度．图５ａ展示了误差阈值为０．０１，波

场传播距离到３０００ｍ 时，ＲＥＦＳＤＴ 方法和 ＴＥ

ＦＳＤＴ方法计算模拟得到的差分算子阶数和网格划

分精度相对应的曲线关系，其中红色实线代表基于

雷米兹交换（ＲＥ）方法的差分系数计算的差分算子

阶数和网格划分精度曲线，黑色实线代表基于 ＴＥ

方法的差分系数计算的差分算子阶数和网格划分精

度曲线．对比ＲＥＦＳＤＴ方法和ＴＥＦＳＤＴ方法得到

的差分算子阶数和网格划分精度曲线，可以发现给

定一个误差阈值，当差分算子阶数相同时，优化类差

分系数需要的采样精度要小于泰勒级数展开方法需

要的采样精度；当采样精度相同时，泰勒级数类差分

系数相较于优化类差分系数需要更高的差分算子

阶数．

从图５ａ中可以看出，由于差分算子阶数是２犖

整数倍离散，对应的曲线也会存在以整数２为阶梯

值进行跳跃的现象．跳跃点处的网格划分精度值对

应的误差临界值等于给定的误差阈值，其他非跳跃

点处的网格划分精度值对应的误差小于给定误差阈

值，也即非跳跃点处的误差小于跳跃点处的误差阈

值．基于计算量公式（７），图５ａ对应的计算量曲线如

图５ｂ所示，红色实线为基于ＲＥ方法得到的差分系

数进行波场模拟的计算量曲线，黑色实线为基于

ＴＥ方法得到的差分系数进行波场模拟的计算量曲

线．为了使计算量曲线尽量平滑，不受差分算子整数

倍离散影响，图５ｂ计算量曲线为图５ａ曲线跳跃点

处的计算量值（即取在相同差分算子阶数、不同网格

划分精度下最小计算量值），跳跃点间的计算量直接

进行线性插值表示．从图可以看出，在一定范围的网

格划分精度内，基于ＲＥ方法得到的差分系数进行

数值模拟对应计算量小于ＴＥ方法，因为相同模型

大小和相同误差阈值下，基于ＲＥ方法得到的差分

系数可以采用较粗糙的网格大小进行有限差分数值

模拟、计算效率更高．由于计算量曲线有极小值点，

因此可以利用计算量曲线指导我们选取最优的有限

差分数值模拟参数，即给定误差阈值，依据差分算子

阶数和网格划分精度（波长采样点数）的关系以及相

对应的计算量关系曲线，可以选取计算量极小值点

处的差分算子阶数和网格划分精度作为有限差分数

值模拟的最优参数．

图６为传播距离３０００ｍ、误差阈值０．０１时，最

图５　设定误差阈值下，差分算子阶数、网格大小及计算量的关系图

（ａ）基于ＲＥ和ＴＥ方法差分算子阶数和网格划分大小关系示意图；（ｂ）为图（ａ）的计算量曲线示意图．

２０Ｈｚ的Ｒｉｃｋｅｒ子波，波场误差阈值０．０１，波场传播距离为３０００ｍ．

Ｆｉｇ．５　ＴｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｏｒｄｅｒｓｏｆＦＤｏｐｅｒａｔｏｒｓ，ｔｈｅｇｒｉｄｓｉｚｅ，

ａｎｄｔｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｃｏｓｔｗｉｔｈａｆｉｘｅｄｅｒｒｏｒｔｈｒｅｓｈｏｌｄ

（ａ）ＴｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｏｒｄｅｒｓｏｆＦＤｏｐｅｒａｔｏｒｓａｎｄｔｈｅｇｒｉｄｐｏｉｎｔｓｐｅｒｓｈｏｒｔｅｓｔｗａｖｅｌｅｎｇｔｈｗｉｔｈＲＥａｎｄＴＥ；（ｂ）Ｔｈｅ

ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｃｏｓｔｏｆ（ａ）．Ｔｈｅｗａｖｅｌｅｔｉｓａ２０ＨｚＲｉｃｋｅｒ．Ｔｈｅｗａｖｅｆｉｅｌｄｅｒｒｏｒｔｈｒｅｓｈｏｌｄｉｓｓｅｔｔｏ０．０１．Ｔｈｅｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎ

ｄｉｓｔａｎｃｅｉｓ３０００ｍ．
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图６　计算量最小参数对应的波场快照

（ａ）参考波场快照（黑线）和空间频散波场快照（红色点线）（ＴＥ，犌＝３．１７，２犖＝２０），（ａ）中第二行展示相对应的误差曲线；

（ｂ）参考波场快照（黑线）和空间频散波场快照（红色点线）（ＲＥ，犌＝２．６３，２犖＝１８），（ｂ）中第二行展示相对应的误差曲线．

Ｆｉｇ．６　Ｔｈｅｗａｖｅｆｉｅｌｄｓｎａｐｓｈｏｔｗｉｔｈｔｈｅｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆｍｉｎｉｍｕｍｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｃｏｓｔ

（ａ）Ｔｈｅｓｎａｐｓｈｏｔｓｏｆｔｈｅｒｅｆｅｒｅｎｃｅｗａｖｅｆｉｅｌｄ（ｂｌａｃｋｃｕｒｖｅ）ａｎｄｔｈｅｓｐａｔｉａｌｌｙｄｉｓｐｅｒｓｅｄｗａｖｅｆｉｅｌｄ（ｒｅｄｄｏｔｔｅｄｃｕｒｖｅｓ）ｓｉｍｕｌａｔｅｄｂｙｕｓｉｎｇＴＥ

ＦＳＤＴｉｎｔｈｅｃａｓｅｏｆｔｈｅｍｉｎｉｍｕｍｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｃｏｓｔ（ｉ．ｅ．，犌＝３．１７，２犖＝２０）．Ｔｈｅｐｌｏｔｏｆ（ａ）ｉｎｔｈｅｓｅｃｏｎｄｒｏｗｓｈｏｗｓｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ

ｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅ．（ｂ）Ｔｈｅｓａｍｅａｓ（ａ）ｂｕｔｗｉｔｈＲＥＦＳＤＴｉｎｔｈｅｃａｓｅｏｆｍｉｎｉｍｕｍｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｃｏｓｔ（ｉ．ｅ．，犌＝２．６３，２犖＝１８）．

小计算量对应的差分算子阶数和最小波长采样点数

的波场快照．为了对比，图中用黑色实线表示无频

散的理论Ｒｉｃｋｅｒ作为参考波场．图６ａ中红色虚线

为基于ＴＥＦＳＤＴ方法计算得到的波场快照，对应

的有限差分参数为采样点数犌＝３．１７，差分算子阶

数为２犖＝２０．相对应的误差曲线如图６ａ中第二行

所示，绝对值误差最大值约为０．００５．图６ｂ中红色

虚线为基于ＲＥＦＳＤＴ方法模拟得到的波场快照，

对应的有限差分参数为采样点数犌＝２．６３，差分算

子阶数为２犖＝１８．相对应的误差曲线如图６ｂ中第

二行所示，绝对值误差最大值小于０．００５．

以上数值模拟算例均设置Ｒｉｃｋｅｒ子波２．５倍

主频为子波最高频率，随着采样频率逼近２倍最高

频率（即其对应的奈奎斯特采样率），高于最高频率

的信号会产生假频．为了去除２．５倍主频以上的高

频信号能量对数值模拟结果的影响，我们设计低通

滤波器对信号进行滤波处理．设计的滤波器主要参

数为：截止频率为２．５倍的Ｒｉｃｋｅｒ子波主频，过渡

带为１０Ｈｚ，通带衰耗小于０．００００１ｄＢ，阻带衰耗大

于１２０ｄＢ．图７ａ为对主频为２０Ｈｚ的Ｒｉｃｋｅｒ子波

进行低通滤波处理的滤波器幅频特性示意图．利用

该滤波器对主频为２０Ｈｚ的Ｒｉｃｋｅｒ进行滤波处理，

滤波前后振幅谱对比和波形对比分别如图７ｂ和７ｃ

所示．可以看出滤波处理后，截止频率５０Ｈｚ以上的

频率成分被滤除．

和图５相同的处理方法和流程，误差阈值设为

０．０１，采用ＦＳＤＴ方法对低通滤波后的Ｒｉｃｋｅｒ进行

加空间数值频散模拟，传播距离为３０００ｍ．图８ａ展

示了误差阈值为０．０１时，利用ＦＳＤＴ方法计算得到

的差分算子阶数和网格划分精度之间的曲线关系，

其中红色实线代表基于ＲＥ方法差分系数计算的差

分算子阶数和网格划分精度曲线，黑色实线代表基

于ＴＥ方法差分系数计算的差分算子阶数和网格划

分精度曲线．对比曲线可以发现，当差分算子阶数相

同时，ＲＥ差分系数需要的网格划分精度要小于ＴＥ

方法；当网格划分精度相同时，ＲＥ差分系数需要的

差分算子阶数小于ＴＥ方法．随着网格划分精度的

降低，ＲＥ差分系数差分算子阶数明显小于ＴＥ方法

的．图８ａ和图５ａ曲线对比可以看出，需要提高网格

划分精度或者增加差分算子阶数来压制空间数值频

散和假频（２．５倍主频以上的高频信号）耦合在一起

的误差．滤波处理可以去除假频，降低差分算子阶数

或者空间网格划分精度．这也从侧面反映了高频成

分波场的空间数值频散压制需要更加精细的网格和

更高阶的差分算子．图８ａ对应的计算量曲线如图

８ｂ所示，红色实线为基于ＲＥ方法得到的差分系数

进行有限差分数值模拟的计算量曲线，黑色实线为

基于ＴＥ方法得到的差分系数进行有限差分数值模

拟的计算量曲线．图８ｂ计算量曲线和图５ｂ对比可

以发现：滤去高频或者假频波场会一定程度上减少

有限差分数值模拟的计算量，也即高频成分波场的

空间数值频散压制需要耗费额外的计算量．

图９为传播距离３０００ｍ、误差阈值０．０１时，最

小计算量对应的差分算子阶数和最小波长采样点数

的波场快照，图中用黑色实线表示无频散低通滤波

后的Ｒｉｃｋｅｒ作为参考波场．图９ａ中红色虚线为ＴＥ

７２５２
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图７　低通滤波的Ｒｉｃｋｅｒ子波

（ａ）低通滤波器振幅谱；（ｂ）主频２０ＨｚＲｉｃｋｅｒ子波低通滤波前后的振幅谱；（ｃ）主频２０ＨｚＲｉｃｋｅｒ子波滤波前后波形．

Ｆｉｇ．７　ＡｌｏｗｐａｓｓｆｉｌｔｅｒｅｄＲｉｃｋｅｒｗａｖｅｌｅｔ

（ａ）Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｓｐｅｃｔｒａｏｆｔｈｅｌｏｗｐａｓｓｆｉｌｔｅｒ；（ｂ）Ａｍｐｌｉｔｕｄｅｓｐｅｃｔｒｕｍｏｆｔｈｅ２０ＨｚＲｉｃｋｅｒｗａｖｅｌｅｔｂｅｆｏｒｅａｎｄａｆｔｅｒｌｏｗｐａｓｓｆｉｌｔｅｒｉｎｇ；

（ｃ）Ｗａｖｅｆｏｒｍｓｏｆｔｈｅ２０ＨｚＲｉｃｋｅｒｗａｖｅｌｅｔｂｅｆｏｒｅａｎｄａｆｔｅｒｌｏｗｐａｓｓｆｉｌｔｅｒｉｎｇ．

图８　设定误差阈值下，差分算子阶数、网格大小及计算量的关系图

（ａ）基于ＲＥ和ＴＥ方法差分算子阶数和网格划分大小关系示意图；（ｂ）为（ａ）的计算量曲线示意图．

子波为低通滤波后的２０Ｈｚ的Ｒｉｃｋｅｒ子波（图７），波场误差阈值０．０１，波场传播距离为３０００ｍ．

Ｆｉｇ．８　ＴｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｏｒｄｅｒｓｏｆＦＤｏｐｅｒａｔｏｒｓ，ｔｈｅｇｒｉｄｓｉｚｅ，

ａｎｄｔｈｅｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｃｏｓｔｗｉｔｈａｆｉｘｅｄｅｒｒｏｒｔｈｒｅｓｈｏｌｄ

（ａ）ＴｈｅｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅｏｒｄｅｒｓｏｆＦＤｏｐｅｒａｔｏｒｓａｎｄｔｈｅｇｒｉｄｐｏｉｎｔｓｐｅｒｓｈｏｒｔｅｓｔｗａｖｅｌｅｎｇｔｈｗｉｔｈＲＥａｎｄＴＥ；（ｂ）Ｔｈｅ

ｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｃｏｓｔｏｆ（ａ）．Ｔｈｅｗａｖｅｌｅｔｉｓａｌｏｗｐａｓｓｆｉｌｔｅｒｅｄ２０ＨｚＲｉｃｋｅｒ，ｔｈｅｓｐｅｃｔｒａｏｆｗｈｉｃｈｉｓｓｈｏｗｎｉｎＦｉｇ．７．Ｔｈｅ

ｗａｖｅｆｉｅｌｄｅｒｒｏｒｔｈｒｅｓｈｏｌｄｉｓ０．０１．Ｔｈｅｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｄｉｓｔａｎｃｅｉｓ３０００ｍ．

ＦＳＤＴ方法计算得到的波场快照（犌＝２．６５，２犖＝

２４）．相对应的误差曲线如图９ａ中第二行所示，绝对

值误差最大值约为０．００５．图９ｂ中红色虚线为ＲＥ

ＦＳＤＴ方法计算模拟的波场快照（犌＝２．２６，２犖＝

１８）．相对应的误差曲线如图９ｂ中第二行所示，绝对

值误差最大值小于０．００５．

２．４　最优算子长度和采样点数

有限差分数值频散随着传播时间的增加，误差

会逐渐积累．传播时间越长，数值频散误差越大，波

形畸变越严重．因此长时间或者长距离的有限差分

波场数值模拟，需要更高阶的差分算子或者更高精

度的空间网格划分．图１０和１１给出了误差阈值０．０１

时，不同传播距离情况下，最小计算量对应的差分算

子阶数和网格划分精度．从图１０和１１可见，随着传

播距离的增加，差分算子逐渐增加，在每一个传播距

离临界点（差分算子阶数增加２）处，高阶差分算子

阶数的增加伴随着对于网格划分精度要求的降低；

相同长度（阶数）的差分算子情况下，传播距离越大，

网格精度要求越高；图１０ａ和１０ｂ分别展示了Ｒｉｃｋｅｒ

子波随着传播距离增加，ＴＥ方法和ＲＥ方法差分系

数需要的差分算子阶数和网格划分精度曲线．基于

优化类方法的差分系数数值模拟对于网格划分（波

场采样点数）精度要求较小，例如２０００ｍ的传播距

离，ＴＥ方法差分系数要求差分算子阶数１８阶、犌＝

８２５２



　６期 方修政等：波场模拟有限差分参数优化选取

图９　计算量最小对应的波场快照

（ａ）参考波场快照（黑线）和空间频散波场快照（红色点线）（ＴＥ，犌＝２．６５，２犖＝２４），（ａ）中第二行展示相对应的误差曲线；

（ｂ）参考波场快照（黑线）和空间频散波场快照（红色点线）（ＲＥ，犌＝２．２６，２犖＝１８），（ｂ）中第二行展示相对应的误差曲线．

Ｆｉｇ．９　Ｔｈｅｗａｖｅｆｉｅｌｄｓｎａｐｓｈｏｔｗｉｔｈｔｈｅｍｉｎｉｍｕｍｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｃｏｓｔ

（ａ）Ｔｈｅｓｎａｐｓｈｏｔｓｏｆｔｈｅｒｅｆｅｒｅｎｃｅｗａｖｅｆｉｅｌｄ（ｂｌａｃｋｃｕｒｖｅ）ａｎｄｔｈｅｓｐａｔｉａｌｌｙｄｉｓｐｅｒｓｅｄｗａｖｅｆｉｅｌｄ（ｒｅｄｄｏｔｔｅｄｃｕｒｖｅｓ）ｓｉｍｕｌａｔｅｄｂｙｕｓｉｎｇＴＥ

ＦＳＤＴｉｎｔｈｅｃａｓｅｏｆｔｈｅｍｉｎｉｍｕｍｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｃｏｓｔ（ｉ．ｅ．，犌＝２．６５，２犖＝２４）．Ｔｈｅｐｌｏｔｏｆ（ａ）ｉｎｔｈｅｓｅｃｏｎｄｒｏｗｓｈｏｗｓｔｈｅｃｏｒｒｅｓｐｏｎｄｉｎｇ

ｅｒｒｏｒｃｕｒｖｅ．（ｂ）Ｔｈｅｓａｍｅａｓ（ａ）ｂｕｔｗｉｔｈＲＥＦＳＤＴｉｎｔｈｅｃａｓｅｏｆｍｉｎｉｍｕｍｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｃｏｓｔ（ｉ．ｅ．，犌＝２．２６，２犖＝１８）．

图１０　误差阈值０．０１，常规Ｒｉｃｋｅｒ子波在不同传播距离对应的最小计算量的差分算子阶数和最小波长采样点数

（ａ）基于ＴＥ方法的差分系数；（ｂ）基于ＲＥ方法的差分系数．

Ｆｉｇ．１０　ＴｈｅｏｒｄｅｒｓｏｆＦＤｏｐｅｒａｔｏｒｓａｎｄｇｒｉｄｐｏｉｎｔｓｐｅｒｓｈｏｒｔｅｓｔｗａｖｅｌｅｎｇｔｈｆｏｒｔｈｅｍｉｎｉｍｕｍｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｃｏｓｔ

ａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｄｉｓｔａｎｃｅｓｗｉｔｈａｎｏｒｉｇｉｎａｌＲｉｃｋｅｒｗａｖｅｌｅｔ．Ｔｈｅｅｒｒｏｒｔｈｒｅｓｈｏｌｄｉｓ０．０１

Ｔｈｅｆｉｎｉｔｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓａｒｅｗｉｔｈ（ａ）ＴＥａｎｄ（ｂ）ＲＥｍｅｔｈｏｄｓ．

图１１　低通滤波的Ｒｉｃｋｅｒ子波在不同传播距离对应的最小计算量的差分算子阶数和最小波长采样点数，

滤波截止频率为２．５倍主频（即５０Ｈｚ），误差阈值０．０１

（ａ）基于ＴＥ方法的差分系数；（ｂ）基于ＲＥ方法的差分系数．

Ｆｉｇ．１１　ＴｈｅｏｒｄｅｒｓｏｆＦＤｏｐｅｒａｔｏｒｓａｎｄｇｒｉｄｐｏｉｎｔｓｐｅｒｓｈｏｒｔｅｓｔｗａｖｅｌｅｎｇｔｈｆｏｒｔｈｅｍｉｎｉｍｕｍｃｏｍｐｕｔａｔｉｏｎａｌｃｏｓｔ

ａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｄｉｓｔａｎｃｅｓｗｉｔｈａｌｏｗｐａｓｓｆｉｌｔｅｒｅｄＲｉｃｋｅｒｗａｖｅｌｅｔ．Ｔｈｅｓｔｏｐｆｒｅｑｕｅｎｃｙｉｓ２．５ｔｉｍｅｓｔｈｅｄｏｍｉｎａｔｅ

ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ（ｉ．ｅ．，５０Ｈｚ）．Ｔｈｅｅｒｒｏｒｔｈｒｅｓｈｏｌｄｉｓｓｅｔｔｏ０．０１

Ｔｈｅｆｉｎｉｔｅｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅｃｏｅｆｆｉｃｉｅｎｔｓａｒｅｗｉｔｈ（ａ）ＴＥａｎｄ（ｂ）ＲＥｍｅｔｈｏｄｓ．

３．１８，ＲＥ方法差分系数要求差分算子阶数１６阶、

犌＝２．７．图１１ａ和１１ｂ分别展示了截止频率为２．５

倍子波主频，低通滤波后的Ｒｉｃｋｅｒ子波随着传播距

离增加，ＴＥ方法和ＲＥ方法差分系数需要的差分算

子阶数和网格划分精度曲线．和上面的讨论一致，基

于优化类方法的差分系数数值模拟对于网格划分精

度要求较小，例如２０００ｍ的传播距离，ＴＥ方法差

分系数要求差分算子阶数２２阶、犌＝２．６５，ＲＥ方法

差分系数要求差分算子阶数１８阶、犌＝２．２３．

从图１０和１１可见：对于２阶常密度声波方程，

中心差分网格的有限差分数值模拟，震源为主频２０

Ｈｚ的Ｒｉｃｋｅｒ时，建议有限差分参数为：ＴＥ方法差

分系数的差分算子阶数为１６～２０阶，波长采样点数

为３～３．２，详见图１０ａ；ＲＥ方法差分系数的差分算

９２５２
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子阶数为１４～１８阶，波长采样点数为２．６～２．７，详

见图１０ｂ．主频低于２０Ｈｚ时可以适当降低差分算

子阶数和网格划分精度；主频高于２０Ｈｚ时可以适

当增加差分算子阶数和网格划分精度．对Ｒｉｃｋｅｒ子

波以２．５倍主频为截止频率进行低通滤波后，建议

有限差分参数为：ＴＥ方法差分系数的差分算子阶

数为１８～２４阶，波长采样点数为２．５～２．７，详见图

１１ａ；ＲＥ方法差分系数的差分算子阶数为１６～１８阶，

波长采样点数为２．１～２．３，详见图１１ｂ．同时，从以上

对比分析可以看出，相同大小空间数值频散误差阈

值，优化类差分系数相对于常规ＴＥ方法差分系数，

差分算子阶数低、采样点数少，在计算效率上更具有优

势．因此，ＦＤ数值模拟应优先选择优化类差分系数．

２．５　二维 犕犪狉犿狅狊犻模型测试

为验证优化选取的有限差分参数适用于复杂模

型的数值模拟，这里对二维 Ｍａｒｍｏｕｓｉ速度模型进

行了数值模拟测试．图１２为 Ｍａｒｍｏｕｓｉ速度模型以

及波场传播１ｓ的波场快照．Ｍａｒｍｏｕｓｉ速度模型大

小为：深度方向１８７网格点数，水平方向２４８网格点

数．如图１２ａ所示，在左上角网格点位置（１，１）处激

发震源，震源为Ｒｉｃｋｅｒ子波，主频为２０Ｈｚ．速度模

型右上角、右下角分别布置一个检波器并标记为检

波器１和２．图１２ａ给出了网格划分间距１１．１１ｍ

时的速度模型，图１２ｂ给出了有限差分数值模拟的

波场快照．这里测试２．４节讨论给出的有限差分参

数并给出两种方案（方案 Ａ和方案Ｂ）数值模拟的

波场记录对比分析，其中方案 Ａ：ＴＥ方法差分系

数、差分算子阶数１６阶、犌＝３．１８（网格划分间距

９．４３ｍ）；方案Ｂ：ＲＥ方法差分系数、差分算子阶数

１６阶、犌＝２．７（网格划分间距１１．１１ｍ）．为清楚、直

观的验证本文方法的有效性，使用伪谱法（ＰＳ）数值

模拟的波场作为参考波场，对检波器位置的单道波

场记录进行对比分析．图１３为方案Ａ，检波器１和

２处单道波场记录对比分析；图１４为方案Ｂ，检波

器１和２处单道波场记录对比分析．从图１３和图

１４可见：基于ＦＳＤＴ方法得出的优化有限差分参数

同样适合复杂模型．从单道波形记录以及空间数值

频散误差曲线可见：空间数值频散误差和前面理论

计算分析基本一致，验证了本文方法对于复杂模型

ＦＤ数值模拟的适用性．值得说明的是，本文建议的

空间数值频散误差阈值相对严格（为０．０１），根据实

际情况，空间数值频散误差阈值可以选取相对宽松

些（即大于０．０１），在满足数值模拟相对精度的条件

下，可以进一步减少计算量，提高计算效率．

图１２　（ａ）Ｍａｒｍｏｕｓｉ速度模型及（ｂ）传播时间１ｓ的波场快照

Ｆｉｇ．１２　（ａ）Ｍａｒｍｏｕｓｉｖｅｌｏｃｉｔｙｍｏｄｅｌａｎｄ（ｂ）ｗａｖｅｆｉｅｌｄｓｎａｐｓｈｏｔａｔ１ｓｅｃｏｎｄ

３　结论

本文提出了ＦＳＤＴ方法，可以高效率的模拟出

不同差分算子阶数和波长采样点数（网格划分精度）

的空间数值频散波场，利用全频带波场衡量空间数

值频散误差的大小，基于最小计算量关系，可以得到

优化的有限差分数值模拟参数．

本文提出了最小计算量准则的有限差分参数优

化选取的方法流程：（１）基于一定的震源子波和差分

系数，利用ＦＳＤＴ方法添加空间数值频散到波场；

（２）给定一个空间数值频散误差阈值（建议公式（６），

阈值０．０１），计算相对应的差分算子阶数和网格划

分精度（波长采样点数）；（３）依据差分算子阶数和网

格划分精度相对应的最小计算量准则，选取出最优

的有限差分参数．本文建议的空间数值频散误差阈

值为０．０１，相对严格，根据对数值模拟精度的要求，

可以适当的调整空间数值频散误差阈值大小．

犚犲犳犲狉犲狀犮犲狊

ＡｌｆｏｒｄＲＭ，ＫｅｌｌｙＫ Ｒ，ＢｏｏｒｅＤ Ｍ．１９７４．Ａｃｃｕｒａｃｙｏｆｆｉｎｉｔｅ

０３５２
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图１３　单道波场记录对比（ＴＥ，犌＝３．１８，２犖＝１６）

（ａ）检波器１处波场记录和对应的波场差值；（ｂ）检波器２处波场记录和对应的波场差值．第一行图中黑色曲线表示用伪谱法计算的波形，

而红色虚线表示用ＴＥ差分法计算的波形．第二行图黑色线展示了两种计算方法结果波形的差值．
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图１４　单道波场记录对比（ＲＥ，犌＝２．７，２犖＝１６）

（ａ）检波器１处波场记录和对应的波场差值；（ｂ）检波器２处波场记录和对应的波场差值．第一行图中黑色曲线表示用伪谱法计算的波形，

而红色虚线表示用ＲＥ差分法计算的波形．第二行图黑色线展示了两种计算方法结果波形的差值．
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